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Anotace:


Ve statistických datových souborech se často vyskytují pozorování, která vybočují z řady ostatních údajů. Detekci takových extrémně vysokých respektive příliš malých hodnot a posouzení, zda tato pozorování jsou konzistentní s ostatními daty, musí být věnována mimořádná pozornost. Příspěvek prezentuje některé statistické metody identifikace odlehlých a extrémních pozorování v  jednorozměrných i vícerozměrných statistických souborech a  diskutuje podmínky jejich použitelnosti. 

Summary:


The data sets frequently contain some extreme observations, which are well separated from the remainder of data. These outlying observations often have substantial effects on the quality of statistical analyses. It is therefore important to study the outlying observations and each outlier should be checked  carefully. The paper deals with some statistical methods for identifying outlying observations and discusses their usability. 
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1.  Úvod


V reálných datových souborech se často vyskytne jedna nebo několik hodnot, jež se nápadně odlišují od většiny ostatních údajů. Tato odlehlá pozorování bývají mnohdy důsledkem chyb, vzniklých např. porušením podmínek, za nichž mělo měření probíhat, nesprávným měřením, zjišťováním, zápisem zjištěných údajů apod. Atypické údaje  mohou též představovat pozorování, jež nepocházejí z téhož základního souboru jako ostatní analyzovaná výběrová data, v jiných případech se pak může jednat o zcela korektní a konzistentní pozorování, která však  reprezentují mimořádné a tedy velmi důležité případy. Protože odlehlá pozorování mohou výrazně ovlivnit kvalitu příslušných statistických analýz, je třeba tato vybočující pozorování identifikovat (pomocí t.zv. testů extrémních odchylek) a posoudit, zda nejsou důsledkem nějakých hrubých chyb. Evidentně chybné údaje musí být opraveny a pokud to není možné, je třeba je z analyzovaného souboru  vyřadit. Odlehlým pozorováním, která nejsou chybami, je nutno věnovat speciální pozornost, někdy se též doporučuje analyzovat je odděleně.


V daném příspěvku jsou prezentovány a porovnány některé testy extrémních odchylek, nabízené soudobou statistickou metodologií a jsou diskutovány podmínky jejich použitelnosti.

2. Identifikace odlehlých pozorování v jednorozměrných statistických souborech


Má-li analyzovaný statistický soubor alespoň 10 pozorování, může být vybočující extrémní hodnota orientačně zjištěna pomocí jednoduchého pravidla čtyř sigma, jež se opírá o Bienaymé - Čebyševovu respektive Gaussovu nerovnost. Z  těchto fundamentálních nerovností teorie pravděpodobnosti vyplývá, že v  intervalu 

, kde 

 respektive s  jsou výběrový aritmetický průměr respektive výběrová směrodatná odchylka, leží 99,99 % hodnot pro výběry z normálního rozdělení, 97 % hodnot pro výběry ze symetrického unimodálního rozdělení a 94 % hodnot u výběrů ze zcela libovolného pravděpodobnostního rozdělení. Jestliže tedy některá výběrová hodnota bude ležet mimo výše zmíněný interval, lze s dostatečně vysokou pravděpodobností zamítnout hypotézu, že odlehlé pozorování patří do téže populace jako zbývající výběrové hodnoty.  


Pravidlo čtyř sigma má pouze orientační charakter. Exaktně lze detekci extrémních hodnot u malých výběrů (n ( 25) z normálního rozdělení uskutečnit pomocí Dixonova testu. Označíme-li potenciální extrémní hodnotu jako 

 (u vzestupně uspořádaného výběru 

 se jedná o jeho minimum, u sestupně uspořádaného výběru 

 o maximum), je test její odlehlosti založen na testovém kriteriu







.







(1)


Pro větší výběry (n ( 25) z normálního rozdělení může být odlehlost hodnoty 

 posuzována pomocí Grubbsova testu, založeného na testové statistice





.








(2)

Bude-li platit relace 

 respektive 

, kde 

respektive 

 je odpovídající kritická hodnota pro Dixonův respektive Grubbsův test (viz [5]), lze na hladině významnosti ( konstatovat, že testovaná hodnota 

 je odlehlá, t.zn., že nepochází z téhož základního souboru jako ostatní výběrové hodnoty. 


    Velmi užitečným analytickým prostředkem, umožňujícím vizualizaci statistických dat a rychlé a komplexní posouzení jejich zvláštností, včetně identifikace odlehlých pozorování, je speciální diagram, zvaný Box-and-Whisker Plot (stručněji boxplot). (V české terminologii, která není ustálená, se někdy používá termínu „krabicový diagram“.) Boxplot zobrazuje analyzovaná data ve tvaru obdélníkové krabice a dvou úseček (whiskers), které z ní vybíhají nalevo a napravo. Levá respektive pravá strana obdélníka odpovídá dolnímu respektive hornímu kvartilu daného datového souboru. Obdélník je předělen svislou příčkou v místě mediánu 

. Úsečky, které vybíhají z krabice, spojují body, jež vyhovují relaci





,






(3)

kde IQR je kvartilové rozpětí (rozdíl mezi horním a dolním kvartilem). Hodnoty, které leží mimo interval vymezený vztahem (3) - t.zn., že jsou vzdáleny od dolního nebo horního kvartilu o více než 1,5 IQR, jsou považovány za odlehlé (outliers), pokud se od některého z kvartilů vzdálí o více než trojnásobek kvartilového rozpětí, interpretují se jako extrémní (extremes). Odlehlá respektive extrémní pozorování se v boxplotu zobrazují jako izolované body.   

3. Identifikace  vícerozměrných  extrémů


Hledání odlehlých hodnot ve vícerozměrných datových souborech je poměrně komplikované. Je to způsobeno zejména tím, že takové soubory se obtížně reprezentují graficky,  problémy vyvolává i skutečnost, že v některých případech odlehlost konkrétního vektoru pozorování není způsobena extrémní hodnotou jeho určité složky, nýbrž netypickou kombinací složek. 


Za předpokladu, že analyzovaný datový soubor představuje náhodný výběr o rozsahu n z p-rozměrného normálního rozdělení, lze možnou odlehlost konkrétního vektoru xi, (t.zn. existenci anomálních hodnot jeho složek) testovat pomocí statistiky





,






(4) kde 

 
je  vektor výběrových průměrů (výběrový centroid) a S je výběrová kovarianční matice. Statistika (4) představuje druhou mocninu t.zv. Mahalanobisovy vzdálenosti, která měří vzdálenost daného vektoru pozorování od výběrového centroidu, t.zn. od průměru vícerozměrných hodnot v daném výběru. Detekce vícerozměrných extrémů probíhá tak, že pro jednotlivé vektory výběrových pozorování vypočteme hodnoty





,





(5)

kde 

 respektive 

 označují výběrový průměr vícerozměrných pozorování respektive výběrovou kovarianční matici, při jejichž výpočtu byl vektor xj vyloučen z výběru a bylo využito pouze n - 1 zbývajících  pozorování. Jestliže pro některý  vektor xj jemu příslušná hodnota 

, vypočtená podle vzorce (5), bude splňovat relaci






,                                                                    (6) 

 (symbolem 

 je označena kritická hodnota F - rozdělení pro f1 = p a f2 = n - p stupňů volnosti), pokládáme vektor xj za anomální (odlehlý) a jeho jednotlivé složky je pak nutno pečlivě zkontrolovat. Jestliže pozorování xj bylo vyřazeno z výběru, opakuje se celý postup vyhledávání extrémních pozorování  pro výběr sestávající ze zbylých n - 1 pozorování atd.

4.  Závěr 

Kvalitní data jsou nezbytnou podmínkou úspěšnosti aplikace statistických procedur. Každé statistické analýze by tedy měla předcházet kontrola úplnosti a správnosti zpracovávaných datových souborů. Zejména při zpracování vícerozměrných dat je taková kontrola velmi důležitá. Je však třeba zdůraznit, že detekci atypických pozorování nelze provádět rutinně a mechanicky, neboť většina testů extrémních odchylek vyžaduje alespoň přibližnou normalitu rozdělení zkoumaných dat. Jestliže v analyzovaných souborech byly zjištěny odlehlé či problematické hodnoty, musí být prozkoumány a rozhodnuto, zda nejsou důsledkem chybného zjištění či záznamu. Nemohou-li být zjištěné chyby opraveny, musí být příslušné pozorování z dalšího zpracování vyřazeno. Je však třeba vždy pečlivě vážit, zda vyloučením atypické hodnoty se nezbavujeme nějaké důležité informace. 
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